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En este articulo pretendemos abordar la idea
de densidad en el conjunto de los racionales, y
su presencia en el programa escolar. Al mismo
tiempo intentaremos analizar un par de activi-
dades clésicas relacionadas con la densidad, que
tienen como finalidad encontrar racionales entre
otros dos. Estas se diferencian por la forma en
que aparecen representados los racionales invo-
lucrados en cada una. Racionales en forma de
fraccién en una y decimales en la otra, que in-
ciden sobre las estrategias de resolucion, que se
van a analizar y posteriormente establecer puen-
tes de contacto entre ambas.

Para entrar en tema comencemos con un
problema extraido de Broitman y otros (2003):
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«El docente anota el niimero 3 en el piza-
rron e indica a los alumnos que deben su-
marle la mayor cantidad de niimeros posi-
bles sin pasarse de 10. Al llegar o pasarse
de 10, deben detener las sumas, y enton-
ces, gana quien logre la mayor cantidad
de sumandos.»

Antes de continuar con la lectura seria inte-
resante que pienses en posibles jugadas, y luego
respondas las siguientes preguntas que nos per-
mitirdn analizar el problema:

» ;Habrd una estrategia que me permita no
perder?
> Esta estrategia, ;me asegura ganar?

Segtin el mencionado articulo, comenzado
el juego, los nifios preguntan: “;Se puede con
coma?”, haciendo referencia a los sumandos
utilizados:

» ;Qué sucede si no habilitamos nimeros “con
coma”? ;Cudl serfa una buena estrategia?




Como habras notado al responder las preguntas anteriores, no habilitar los nimeros “con
coma” implica que el juego termine de forma bastante rdpida. Por otra parte, habilitar el uso de
estos nlimeros permitiria jugar sin perder nunca: basta para ello sumar nimeros “pequefios”.
Pero cuidado, utilizar esta estrategia no implica ganar, ya que si el “contrincante” lo hace de
la misma forma, el juego no termina nunca, sin ganadores ni perdedores. Es decir, el juego se

podria desarrollar infinitamente.

Para analizar mds a fondo este problema, pensemos en una posible jugada de un alumno:

NUmeros que va sumando 4 2

05 0,1 0,3 0,01 0,02 | 0,007

3+
Suma obtenida en cada paso | 7 9

9,5 9,6 9,9 9,91 9,93 | 9,937

En este caso, el alumno obtuvo una suma de
ocho sumandos, cuyo resultado es un nimero
entre 3 y 10. Jugada que puede mejorarse sin
mucha dificultad. Por ejemplo, si se agrega un
sumando igual a 0,01 en cualquier momento de
la secuencia, tendriamos nueve sumandos man-
teniendo un resultado entre 3 y 10. Entonces,
como mencionamos antes se podria seguir ju-
gando, manteniendo un resultado que no supe-
re 10. Si anotamos los resultados (nimeros) de
cada suma parcial, en la tabla tendremos infini-
tos nimeros entre 3 y 10. Podemos concluir en-
tonces que “entre 3 y 10 hay infinitos nimeros”.

(Qué estd por detrds de esta conclusién?
Como ya se estardn contestando, es la densidad
de los nimeros racionales la que permite ase-
gurar la existencia de estos nimeros entre 3 y
10. Pero ;qué es exactamente la densidad?

Un recorrido bibliografico nos permite en-
contrar los siguientes enunciados.

» «Entre dos niimeros racionales cualesquie-
ra siempre es posible encontrar otro niimero
racional, distinto de los dos primeros.» (Sa-
dovsky y otras, 2005:41)

» «..dado dos niimeros racionales siempre es
posible encontrar otro comprendido entre
los niimeros dados.» (ANEP. CODICEN,
2006:20)

De estas afirmaciones surgen algunas
observaciones.

Ambas aseguran la existencia de “otro” nud-
mero, un nimero entre dos racionales dados,
en este caso un racional entre 3 y 10. Pero
como seflalamos antes, sabemos de la existen-
cia de infinitos nimeros racionales entre ellos.
Entonces, ¢por qué los enunciados sobre la
densidad aseguran la existencia de un racional
intermedio y antes dijimos que la densidad es
la que nos permite encontrar infinitos de estos
nimeros? Para contestar esta pregunta consi-
deramos los racionales 1 y 1,5: estos enuncia-
dos nos aseguran la existencia de uno interme-
dio, por ejemplo: 1,34. La misma propiedad
nos asegura que entre 1 y 1,34 hay un racional,
y que entre 1,34 y 1,5 hay otro, asi encontra-
mos tres racionales entre 1 y 1,5. Reiterando
este proceso podemos seguir encontrando ra-
cionales, lo que implica que entre 1 y 1,5 hay
infinitos ndmeros racionales.

Por otra parte, estos enunciados aseguran
que hay un racional intermedio, pero nada
dicen sobre la forma de encontrarlo. Esta
propiedad, entonces, no nos indica el cami-
no para encontrar estos racionales. Antes de
reflexionar sobre este punto, resuelve el si-
guiente problema.
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Problema 1

(a) Entre 1 y 2, ;hay infinitos nimeros?
(Cudles?

(b) Encuentra algunos niimeros entre 0,5 y
0,6; entre 0,7 y 2Y4; entre 1/7 y 1/2.

(c) Intenta encontrar algunos nimeros en-
tre 3/8 y 5/6.

Como habréds notado en este problema, la
estrategia para encontrar racionales entre otros
dos depende no solo de los extremos, sino de la
representacion de ellos, es decir, si estdn escri-
tos como fracciones, decimales o mixtos.

Con los problemas que siguen nos propone-
mos analizar ciertas estrategias para hallar estos
nimeros intermedios.

Problema 2

(Adaptado de Sadovsky y otras, 2005)

(a) Encuentra algunos nimeros entre 2,5 y
29.

(b) ;Puedes encontrar algtin nimero entre
2,7y2.8?

(c) Indica varios nimeros entre 2,03 y 2,1.

Para responder al primer apartado, los nu-
meros 2,6; 2,7; 2,8 aparecen sin mucha dificul-
tad. ;Por qué estos niimeros y no otros? Surgen
de trasladar a los racionales la idea de siguien-
te y anterior, heredada de la numeracién natu-
ral, y son los Unicos en el orden de los décimos
que hay entre los extremos. Con el objetivo
de romper con esa posible (y dnica) forma de
responder (a), que se basa en pensar solo en
los decimales con una sola cifra después de
la coma, se presenta el apartado (b). Por los
nimeros elegidos, no hay decimales con una
cifra después de la coma entre ellos. Esto exige
pensar en aumentar por lo menos en un orden
a los decimales con los que se trabaja, es de-
cir, contar con los centésimos. Asi escritos, los
extremos son 2,70 y 2,80. ;Cudntos nimeros
con dos cifras decimales hay entre ellos? Esta
forma de representacion habilita los nueve nu-
meros de este orden que sirven de respuesta:
2,715 2,72;... 2,79. ; Cuédntos podemos encon-
trar con tres cifras después de la coma? ; Cémo
se pueden obtener mas?
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A esta altura del andlisis hay algunas ideas o
conclusiones que surgen de los procedimientos
utilizados en cada caso.

» Entre dos numeros decimales, existen infini-
tos decimales.

» Entre dos decimales hay una cantidad finita
de decimales que tienen cierta cantidad de
decimales (tal vez ninguna).

» Una estrategia para encontrar més decimales
intermedios consiste en aumentar la canti-
dad de cifras después de la coma.

Algunas respuestas de los alumnos frente a
situaciones como la anterior, dejan rastro sobre
la fuerte presencia de caracteristicas o propie-
dades de los nimeros naturales que permean
el trabajo con racionales. Como se menciond
antes, afirmar que 2,8 es el siguiente de 2,7
evidencia esto. Pero después de analizar el
problema concluimos que entre dos racionales
hay otro. Esto entra en conflicto con la propie-
dad de siguiente o anterior, que sostiene que
entre un nimero y su siguiente no hay mds nu-
meros de ese conjunto. Entonces, si 2,8 fuera
el siguiente de 2,7 entre ellos no podria haber
otro nimero, lo que es falso. Por lo que 2,7
no tiene siguiente, al igual que cualquier otro
racional. Este hecho tiene lugar en el Progra-
ma Escolar. El contenido “Las propiedades de
la numeracion racional: idea de densidad, no
hay anterior ni posterior” de sexto grado hace
referencia a esto que venimos discutiendo: los
niimeros racionales no tienen ni siguiente ni
anterior.

Problema 3

(a) Encuentra algunos nimeros entre 4/9 y
8/9. {Cudntos encontraste?

(b) ;Puedes encontrar algtin nimero entre
7/5y 8/5?

(c) Encuentra varios nimeros entre 3/8 y

5/6.



Luego de resolver el problema anterior,
habrés notado que el apartado (a) es muy sen-
cillo: los nimeros 5/9, 6/9 y 7/9 son algunos
de los que existen entre 4/9 y 8/9. La situa-
cién cambia en el apartado (b), pues entre 7/5
y 8/5 no hay ninguna fraccién de denominador
5. En ANEP. CODICEN (2006) encontramos
una posible estrategia para hallar uno de estos
racionales: hallar la semisuma o promedio de
los extremos. En este caso, 7/5 + 8/5 = 15/5
= 3 por lo que el racional 3/2 estd entre 7/5 y
8/5. En el apartado (c) los extremos no tienen
igual denominador, por lo que no es posible
proceder como en el caso (a), pero intentare-
mos poner en practica la estrategia utilizada
en el apartado (b): en este caso, la suma 3/8 +
5/6 da 29/24, por lo que 29/48 estd entre 3/8 y
5/6. Si ubicamos estos nimeros en la recta nu-
mérica, obtenemos una representacién como
la que sigue:

318 29/48 5/6

Utilizando la estrategia anterior, calcula los
nimeros marcados en la recta.

Habr4s notado que estos cdlculos son engo-
10508, lo que nos motiva a buscar otro camino
para encontrar estos ndmeros y otros. Si com-
paramos esta bisqueda con la realizada en el

apartado (a), encontramos una diferencia: en el

primer apartado se hizo muy fécil, porque las

fracciones de los extremos tenfan igual denomi-
nador. Podemos entonces pensar en simplificar

el problema, escribiendo las fracciones 3/8 y 5/6

con igual denominador.

Si escribimos 3/8 = 18/48 y 5/6 = 40/48,
el problema se reduce a encontrar nimeros
entre 18/48 y 40/48. De esta forma encontra-
mos veintiuna fracciones de denominador 48.
Es de notar que “no hay infinitas fracciones
de denominador 48 entre 3/8 y 5/6”, pero ya
mencionamos que hay infinitas entre ellas.
Por lo que tenemos que buscar fracciones con
otros denominadores. Como puedes observar,
ninguna de estas veintiuna fracciones es 47/96
ni 79/96, ubicadas en la recta. Podemos enton-
ces escribir 3/8 y 5/6 con denominador 96, lo
que nos permitird encontrar atin mas fraccio-
nes ;Cudntas son? Si seguimos aumentando
el denominador, la cantidad de fracciones que
encontramos entre 3/8 y 5/6 aumenta.

A partir de este problema concluimos:

» Entre dos fracciones existen infinitas
fracciones.

» Entre dos fracciones existe una cantidad fi-
nita de fracciones que tienen un cierto deno-
minador (tal vez ninguna).

» Una estrategia para encontrar mas fraccio-
nes intermedias consiste en aumentar el
denominador.
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Si volvemos al Programa Escolar, podemos observar que en el mismo hay un lugar para esta
actividad que hemos realizado. En cuarto grado, el contenido “El intervalo entre fracciones. Una
fraccion entre otras dos fracciones dadas” tiene que ver con trabajo realizado en el Problema 3.

Podriamos seguir extendiéndonos sobre estos procedimientos en caso de que los extremos sean
mixtos, o un extremo esté representado de una forma y el otro de otra forma (decimal-fraccién,
decimal-mixto, etc.), pero consideramos que con el andlisis realizado en los Problemas 1 y 2, ti
podrés buscar estos procedimientos.

Para cerrar, intentaremos establecer alguna relacién entre los procedimientos puestos en juego
en los Problemas 2 y 3. En primer lugar comparemos las conclusiones abordadas en ambos.

Problema 2 - Extremos decimales Problema 3 - Extremos fraccionarios
Entre dos numeros decimales existen infinitos Entre dos fracciones existen infinitas fracciones.
decimales.
Entre dos decimales hay una cantidad finita Entre dos fracciones existe una cantidad finita de
de decimales que tienen cierta cantidad de fracciones que tienen un cierto denominador (tal vez
decimales (tal vez ninguna). ninguna).
Una estrategia para encontrar mas decimales Una estrategia para encontrar mas fracciones
intermedios consiste en aumentar la cantidad de intermedias consiste en aumentar el denominador.
cifras después de la coma.

Las conclusiones obtenidas en ambos problemas son similares. Estas nos indican una relacién
entre la cantidad de cifras decimales (extremos decimales) y el denominador (extremos fracciona-
rios), que se ilustra en el siguiente ejemplo donde se buscan nimeros entre 1,5 y 1,6 o de otra forma
entre 15/10 y 16/10.

1,5-1,6
1,50 [ 1,51-1,52-...-1,59 | 1,60
1,500 1,501 - 1,502 - ... - 1,599 1,600

15/10 — 16/10
150/100 | 151/100 — 152/100 - ... - 159/100 |160/100
1500/1000 1501/1000 — 1502/1000 - ... - 1599/1000 1600/1000

Como se puede observar, ambas estrategias esconden la misma idea: la de “ampliar” los espa-
cios entre extremos con el fin de encontrar cada vez mds nimeros intermedios.
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Para ir terminando... | @
E
La nocidén de densidad es compleja y como otros aspectos de los nimeros racionales implica g
romper con ideas que tienen los nifios sobre los nimeros naturales. Los alumnos comenzardn a = e»
construir esta idea en la medida en que se enfrenten a situaciones que los obliguen a reflexionar
sobre ella. Como analizamos en este articulo, los procedimientos para encontrar racionales inter-
L
medios dependen de la forma de escribir los extremos, pero existe una relacién entre estos proce-
. . . . , ab
dimientos. Es tarea de la escuela enfrentar a los alumnos a estas situaciones, asi como ayudarlos
. . . ¢ )
a construir dichas relaciones. [@
(L)
q.
«d»
—
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