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Las propiedades de las operaciones son un
contenido del programa escolar que todos los
docentes atienden y del que nadie discute la ne-
cesidad de su ensefianza.

Es interesante preguntarse si tal como se
trabajan habitualmente tienen una verdadera
relevancia, aportan a una concepcién de en-
seflanza que promueva “hacer matemadticas” o
simplemente forman parte del listado de con-
tenidos que la tradicién escolar indica que no
deben faltar.

La presentacidon de las propiedades en casos
puntuales, con ejemplos especificos que las po-
nen evidencia, no las convierten en herramien-
tas para resolver cédlculos ni se comprenden
como soporte y fundamento de los algoritmos
convencionales.

La escasa incidencia aun, del calculo mental
en el trabajo de aula, oportunidad inmejorable
para el uso implicito de las propiedades, restrin-
ge su potencialidad para la comprensién de los
diferentes cdlculos.

Atendiendo a estas observaciones pensamos
que el tratamiento de las propiedades de las ope-
raciones puede y debe insertarse en la explora-
cién de distintos tipos de calculos.

Compartimos con varios autores la distin-
cion entre calculo mental, diferenciandolo del
tradicional calculo oral; cdlculo escrito, en el
cual se incluyen los algoritmos artesanales y los
convencionales; y cdlculo con calculadora.

La potencialidad y las limitaciones de cada
tipo de cédlculo, asf como las caracteristicas pro-
pias de cada uno, han sido profusamente anali-
zadas por varios autores, por tanto no se expli-
citardn en este trabajo.

Nos parece relevante explorar el uso de las
propiedades de las operaciones en los diferen-
tes tipos de cdlculo, analizar su funcién en cada
caso, explicitar su uso y fundamentar su validez
para elaborar o trasparentar las reglas que las
distinguen.

Con tal fin hemos pensado proponer la reali-
zacion de los siguientes calculos en forma simul-
tdnea usando la calculadora y el cdlculo mental.

Problema*

Trabajando en duplas, un integrante hace el
célculo mentalmente y registra cémo lo hizo; el
otro lo hace con calculadora y registra sus ac-
ciones al pulsar las teclas y ademds lo que apa-
rece en el visor.

! Este problema fue tomado y adaptado de las Jornadas de Formacién en Servicio para Formadores de Educacién Comun de ANEP-CEIR
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Mental Calculadora

25x 18 x 4

147 x39x0x 21

720 : 40

325 +78+7
1° calculo Ademas de la Propiedad Asociativa, en el

procedimiento anterior, estd presente la Propie-

25x18x 4 dad Distributiva de la Multiplicacién respecto

Es sabido que el repertorio de cdlculos es
absolutamente personal y que depende de las
experiencias de cada uno, asi como de las herra-
mientas matemadticas de que se disponga.

Usando calculo mental

Analizaremos algunas de las opciones de
cdlculo mental.

Para resolver 25 x 18 x 4 mentalmente es
posible pensar, por ejemplo:

25x10=250

Apelando a la facilidad de la multiplicacién
por 10 y luego, observando que 5 es la mitad de
10 deducir que:

25x5=125

Completando con 25 x 3 = 75 que debera
sumarse a los otros productos para obtener 450.

Hasta acd, ;qué propiedades se pusieron en
juego?, lo que prima son los repertorios de cal-
culo; sin embargo previamente hubo que pensar
en el 18 expresado como 10 + 5 + 3.

Al igual que la multiplicacion que se define
para dos factores, esta suma en que se descom-
puso el 18, debe ser resuelta de a dos sumandos
elegidos en forma conveniente.

Estamos frente a la Propiedad Asociativa
respecto a la Adicién, que nos habilita a con-
vertir un cdlculo dificil como 25 x 18 en otros
mds sencillos.

Se us6 la misma propiedad para pensar en el
10 como 5 x 2 y asi saber sin hacer ningtin otro
célculo, que 25 por 5 debe ser la mitad de 250.
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a la Adicién. Analicemos como se “pensé esa
cuenta”:

25x18=25x(10+5+3)=25x10+25%x5
+25x3

El 25 estd multiplicando al 18, que ahora se
estd considerando como la suma de 10,5y 3, por
lo tanto el 25 estd multiplicando a 10,a 5 y a 3.

Es posible, también, que algunos alumnos
perciban este problema como:

25x10+25x10-25x2

Las propiedades en juego son las mismas,
solo que en este caso se estd utilizando un pro-
ducto mayor para calcular uno menor, lo que
obliga a restar “lo que sobra” que, en este caso,
es25x 2.

En lugar de representarse el 18 como (10 + 5
+ 3), se lo representa como (10 + 10 - 2).

Hemos visto distintas formas de pensar el 25
x 18, pero todavia hay que resolver ese producto
por 4.

450 x 4

Este producto puede pensarse de diversas
formas:

(400 +50) x4 = 400 x4 +50x4 (¥)
450x2x2
Nuevamente la Propiedad Asociativa respal-

da las descomposiciones, para finalmente com-
pletar el cédlculo 25 x 18 x 4 =1800.



Asimismo, en esta produccion (*) se usa la
Propiedad Distributiva de la Multiplicacién res-
pecto a la Adicién.

Otras veces y siempre de acuerdo con el tipo
de ndmeros, sera conveniente observar toda la
situacién planteada para buscar asociaciones
ventajosas.

25 x 4 x 18 en lugar de 25 x 18 x 4 puede
facilitar el uso de cdlculos faciles, que son ge-
neralmente los que nos conducen a nimeros re-
dondos o a las potencias de la base del Sistema
de Numeracién Decimal.

La Propiedad Conmutativa de la Multipli-
cacién nos permite obtener 100 en el primer
calculo, modificando la ubicacion del factor
4 y asocidndolo con 25 usando el repertorio
25x4 =100

Una variacion de este cdlculo puede ser a par-
tir de conmutar, usar el repertorio “x 2” en for-
ma sucesiva para llegar al 100; 25 x 2 x 2 x 18.

En este caso se estdn usando las Propiedades
Conmutativa y Asociativa de la Multiplicacién
y la descomposicidn del 4 en factores y reperto-
rio de célculo x 2.

Usando la calculadora

Veamos qué sucede cuando se usa la calcula-
dora para realizar el mismo célculo.

Al introducir los nimeros en la calculadora
como estdn presentados sin analizar, irdn apare-
ciendo en el visor:

Primero, el niimero 425 como resultado del
producto de 25 x 18.

Luego, al introducir x 4, aparecera el nd-
mero 1800 como resultado del producto de
425 x 18. Este es el resultado de la multiplica-
cién 25 x 18 x 4.

Queda en evidencia que la Propiedad Aso-
ciativa SIEMPRE estd involucrada, no importa
cudl sea el tipo de cdlculo.

Esto se debe a que la multiplicacién al igual
que la suma, como ya dijimos, estd definida
para dos factores; por lo tanto, para multiplicar
tres factores hay que reducirla primero a dos y
luego este producto parcial multiplicarlo por el
tercer factor.

Al usar la calculadora como instrumento, no
es necesario conmutar para facilitar el cdlculo.

Foto: Concurso Fotogréfico QE / Marfa Pat]

=

2° calculo

147x39x0x21

Usando calculo mental

Si se realiza cdlculo mental para resolver
esta situacion, es necesario establecer, igual
que en el caso anterior, relaciones entre los
nimeros en juego e identificar que uno de los
factores es 0.

Es posible que en una primera instancia, la
presencia del O y sus consecuencias no sean ad-
vertidas y se comience a pensar en adecuacio-
nes para facilitar el producto de 147 x 39.

Al encontrar ese producto y proceder a mul-
tiplicarlo por 0, si no se tiene totalmente claro
como funciona la Propiedad de Absorcién de
la Multiplicacién (cero como elemento absor-
bente), aunque se sepa que esta multiplicacién
da 0, quizds para algunos alumnos el resultado
serd 21, ya que este factor no estd “afectado”
por el 0.

La ubicacién del O como factor en estas mul-
tiplicaciones, puede desencadenar diferentes in-
terpretaciones que, en definitiva, demuestran las
dudas en torno a la Propiedad de Absorcion.

Si el 0 estd ubicado al final, probablemente
se realicen todas las multiplicaciones y solo al
final se obtenga el resultado O y, por tanto, se
concluya que esta debe ser su ubicacién para
“absorber” a todos los productos.
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(Cudles serdn las implicancias de iniciar una
serie de multiplicaciones con 0?

La Propiedad de Absorcién habilita a de-
terminar el resultado de la operacién y pode-
mos establecer a partir de ella que “si en un
producto uno de los factores es 0, el resultado
serd siempre 0.

(Serd equivalente para los nifios decir que
“multiplicar cualquier niimero por 0 da 0”
y que “0 multiplicado por cualquier niimero
da 0”7

(Conocer estos enunciados garantiza que
no haya dudas en problemas como el que
presentamos?

Creemos que, por el contrario, cdlculos como
estos deben ser propuestos a los nifios, presen-
tar diversos problemas con todas las variaciones
posibles. Hacer aparecer todas las dudas, discu-
tirlas y analizarlas posibilitard que reconozcan
que es la Propiedad Conmutativa la que garanti-
za el funcionamiento de la Propiedad de Absor-
cién cualquiera sea la ubicacién del 0.

Usando la calculadora

Igual que en el caso anterior, al introducir
los nimeros en el visor se obtienen los resul-
tados parciales cada dos factores usando la
Propiedad Asociativa, y en el visor aparecerdn
sucesivamente:

147
39
5733
0

0

21

0

Tener presente la Propiedad de Absorcién
tendria como consecuencia que en ninguno de
los dos procedimientos (mental o calculadora)
se efectuara célculo alguno, ya que la presencia
de un factor O deberia permitir la anticipacién
del resultado 0.

2 Cuando decimos el caracter distributivo de la division nos estamos refiriendo a que la propiedad distrib-
utiva en la division no se cumple en general. Es vélida cuando lo que descomponemos aditivamente es el
dividendo. No se verifica la propiedad distributiva en la division con respecto al divisor, por eso decimos
que no es una propiedad de la division.
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3% calculo

720 : 40
Usando calculo mental
720:40=72:4

Seguramente una opcién muy adecuada es
usar la Propiedad de Invarianza: “al multiplicar
el dividendo y el divisor por un mismo niimero,
distinto de 0, se mantiene el cociente” .

Se observard que no estamos multiplicando,
sino dividiendo en virtud de la propiedad del in-
verso. Cuando dividimos entre 10 estamos mul-
tiplicando por 1/10 y, por lo tanto,

720:10=720x 1/10 =72

A partir de este primer paso que conside-
ramos bdsico, los caminos a seguir pueden ser
diferentes.

a) 72:4=(60+12):4=60:4+12:4=15+
3=18

En la expresion anterior se estd utilizando
la descomposicion aditiva del 72 en 60 + 12
utilizando el cardcter distributivo? de la divi-
sidén, en este caso se descompone el dividendo
respecto a la adicion.

También estd en juego el uso de repertorio de
célculo: sabemos que 60 : 4 =15y que 12: 4 =3.

Si no se posee el repertorio 60 : 4 se puede
recurrir a (60 : 2) : 2. Este dltimo procedimiento
lo analizaremos a continuacion.

b) 72:4=(72:2):2=36:2=18

En esta produccién se estd usando la des-
composicion en factores del divisor (descompo-
sicién factorial), 4 =2 x 2.

Ademds se usa cierto repertorio de cdlculo:
“mitades de nimeros pares”.

Usando la calculadora
Al igual que en los casos anteriores, apare-
ceran en el visor de la calculadora:
720
40
18



: Concurso Fotogréafico QE / Edilia Maya

Nuevamente estd presente la Propiedad Aso-
ciativa de la Multiplicacién, considerando

720 - 40 =720 x L
40

y que dividir es lo mismo que multiplicar el
dividendo por el inverso del divisor. La calcula-
dora, en su programa, “sabe eso”.

Aunque no trabajemos en el conjunto de los
racionales (Q), la calculadora asume que si, ya
que en este conjunto numérico la division siem-
pre es posible (sabiendo que el divisor es distin-
to de cero).

Observar que, al igual que en el resto de los
casos, cuando usamos la calculadora, en el vi-
sor no se ven los signos que introducimos. Esto
implica tener control sobre ellos y nocion de la
magnitud del resultado a determinar.

Actualmente, en las aulas conviven diferen-
tes tipos de calculadoras; es conveniente anali-
zarlas para constatar en ellas qué queda registra-
do en los visores cuando realizamos los cdlculos
y qué no.

En la calculadora de la XO se observa que
al ir ingresando las érdenes que le damos, estas
quedan registradas en el visor, lo que permite
mayor control para revisar lo que ya hemos in-
troducido. En cambio, en las calculadoras clasi-
cas comunes, no cientificas, en general este re-
gistro no se observa en el visor; esto implica que
el alumno debe apoyarse en otro tipo de registro
escrito para no perder el control de lo que ya le
ordend a la calculadora.

4’ célculo

325+78+7

Usando calculo mental

Un posible procedimiento podria ser des-
componer 78 en 75 + 3 y conociendo el reper-
torio de 25 + 75 = 100, entonces esta suma se
transforma en:

300+ 100 + 3 +7=410

E1 100 resulta de 1la suma del 25 del 325, con
el 75 que se obtuvo por descomposicién del 78
como 75 + 3.

El 3 con el 7 restante se vuelven a asociar, lo
que da 10, por lo tanto ese cdlculo de 325 + 78
+ 7 se transformé en 300 + 100 + 10.

Estamos usando propiedades del sistema de
numeracion decimal en relacién a las descom-
posiciones que podemos hacer.

En general, llevar algunos nimeros a los
“nudos” es conveniente porque los tenemos
como repertorio de célculos.

Las transformaciones que hicimos estdn rela-
cionadas con las propiedades de la sumay con las
del sistema de numeracidn decimal ligadas a la
descomposicién y los repertorios que sepamos.

Otro procedimiento posible serfa sumar 78 +
7 = 85 para luego agregar esta suma a 325, recu-
rriendo a 320 + 80 = 400; 5 + 5 = 10; total 410.

En definitiva se estd poniendo en juego la
composicion y descomposicién de manera con-
veniente, con el fin de usar repertorios de cdlcu-
los a 10, 100, etc.
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Ademads estdn en juego las Propiedades Aso-
ciativa y Conmutativa de la Adicion.

Usando la calculadora

Van apareciendo en el visor:

325; luego 78 y 403; luego 7 y después apa-
rece finalmente 410.

Nuevamente la Propiedad Asociativa es la
que interviene.

En sintesis

Pensamos que la reflexion y el andlisis de los
procedimientos de resolucién de cédlculos apor-
tan a un conocimiento de las propiedades de las
operaciones, que trasciende la memorizacién de
su enunciado.

Es mds, consideramos que el nombre de las
mismas es una informacion de relativa impor-
tancia frente a la comprension.

No se pretende cuestionar ni magnificar el
ingreso de la calculadora en el aula, sino ob-
servar que los conocimientos que se ponen en
juego dependen del instrumento que se use, en
particular de qué propiedades usamos.

Otro elemento que nos interesa poner a dis-
cusién es desterrar la idea de que el cdlculo
mental NO ES EXACTO. Calcular “pensando”
no significa obtener un resultado aproximado.
Todos los cdlculos que se han realizado son
exactos; por ejemplo, 720 : 40 no es aproxima-
damente 18, es 18.

En la escuela es necesario trabajar los dife-
rentes tipos de cdlculo y habilitar a los alumnos,
dependiendo de las situaciones, a elegir el mejor
instrumento en cada caso o de acuerdo a la si-
tuacion planteada.

El docente, mediante modificaciones ade-
cuadas, promoverd el uso de alguno de ellos en
detrimento de los otros, de acuerdo con sus ob-
jetivos de ensefianza.

Las propiedades involucradas en los dos
tipos de célculo en relacién a las operaciones
propuestas fueron:

» Propiedad Asociativa de la Multiplicacion y
de la Adicion.
» Propiedad Conmutativa de la Multiplicacién

y de la Adicién.

» Propiedad de elemento absorbente de la
multiplicacién.

» Propiedad Distributiva de la Multiplicacién
respecto a la Adicidn.

P Caracter distributivo® en la division respecto
al divisor, recordar que solamente se des-
compone el dividendo.

» Propiedad de Invarianza de la Division.

En relacién al Sistema de Numeraciéon De-
cimal, las propiedades que estuvieron en juego
para los dos tipos de célculo fueron:

» Composicién y descomposicion en relacion

a repertorios aditivos y multiplicativos.

» Repertorio de calculos en funcién de la base
del sistema: que sumen 10, 100, etc.
» Regularidades del sistema: si 3 + 1 = 4, en-

tonces 300 + 100 = 400.

Esta reflexion pretende tender puentes entre
el trabajo con las operaciones que hacemos co-
munmente, sus propiedades y las propiedades
del Sistema de Numeracion Decimal. Establecer
relaciones, tomar conciencia del uso implicito
de las operaciones, no con el unico fin de co-
nocer sus nombres y memorizar un enunciado,
serd uno de los tantos desafios de la ensefianza
de las operaciones. [@
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