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Introduccion

Es bastante extendido que el trabajo con las
operaciones en la escuela deberia abordar dife-
rentes aspectos que favorecen la construccién
del sentido de las mismas. Segin Rodriguez
Rava (2005), estos aspectos son los significados
de las operaciones, las relaciones entre las ope-
raciones, las relaciones entre las operaciones y
el Sistema de Numeracion Decimal, las propie-
dades, las prelaciones entre estas propiedades,
el célculo, los algoritmos, la resignificaciéon de
las operaciones en los diferentes conjuntos nu-
méricos, y la notacion de las operaciones.

El trabajo con los significados es uno de los
aspectos a abordar. Siguiendo a Jung, Laborde y
Lujambio (2011) afirmamos que los “significa-
dos de las operaciones” son un

«...contenido de cardcter diddctico, que
implica contemplar las distintas situa-
ciones de uso en las que se enmarcan
las operaciones. Es el contexto cotidia-
no (cercano o lejano), preferentemente,
el que habilita el andlisis de los signifi-
cados de las operaciones generando, en
funcion de la situacion elegida, diferen-
tes relaciones numéricas.» (ibid., p. 3)
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En el sentido anterior, las operaciones con
significado son operaciones contextualizadas,
los niimeros involucrados representan “cantida-
des” y por tanto (algunos de ellos) son nimeros
con unidades'. El trabajo con diferentes signi-
ficados de una misma operacién ayudaré a los
alumnos (entre otras cosas) a identificar qué si-
tuaciones resuelve cada operacion.

Por lo anterior, es importante el contexto a
la hora de disefiar actividades de ensefianza de
las operaciones y, por tanto, los significados in-
volucrados de las operaciones. En este sentido
también es importante variar los significados de
cada operacion en las actividades propuestas a
los alumnos. Otros aspectos a tener en cuenta
en el disefio de la ensefianza de las operaciones
refieren al lugar que ocupa la incégnita en la es-
tructura del problema?® y los nimeros elegidos
para el mismo.

En general, los problemas de divisién con
significado surgen de problemas de multipli-
cacidn, en los que la incégnita es uno de los
factores. Asi, un problema cuya estructura es
a X 7 = ¢, donde el producto se presenta con
determinado significado es un problema de di-
visién con significado. La divisién que resuelve
el problema es ¢ + a.

' Los conjuntos de “nimeros con unidad” son, para Vergnaud (1991),
«espacios de mediday.

2 Para ampliar, ver Jung, Laborde y Lujambio (2011).
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Si nos restringimos a valores a y ¢ naturales?,
la condicién @ X ? = ¢ implica que el ndmero
natural ¢ es mdltiplo de a. Dicho de otra forma,
la divisidon ¢ + a es una division exacta, no tie-
ne resto. En este articulo nos preguntamos si es
posible extender los significados de la division
en caso de que ¢ no sea multiplo de a. En este
caso, la division de c¢ entre a serd una divisién
con cociente racional (no natural) o una division
con resto. Queremos averiguar si este cociente
no natural, o este resto, tienen interpretacion en
cada uno de los contextos.

Divisiones con significado

Como dijimos en la Introduccién, las di-
visiones con significado surgen de problemas
multiplicativos con significado, en los que la
incognita se encuentra en uno de los factores de
la multiplicacién, o dicho de otra forma, proble-
mas cuya estructuraes a X 7 =c.
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Con respecto a los significados de los pro-
blemas multiplicativos tomamos las tres catego-
rias que distinguen Jung, Laborde y Lujambio
(2011):

P Proporcionalidad.
P Producto escalar.
P Producto cartesiano.

El significado de una divisién que proviene
de un problema de proporcionalidad varia de-
pendiendo de cudl sea el factor desconocido:
puede ser reparto o agrupamiento. Para los otros
dos significados, la divisién no adopta un nuevo
nombre, es decir que la division se presenta con
el significado “producto escalar” o “producto
cartesiano”.

Analicemos algunas actividades que involu-
cran estos significados de la division.

Actividad 1

Voy a repartir 20 alfajores entre 5
personas. Todos tienen que tener la
misma cantidad. No me puede sobrar
ninguno.

¢ Cuantos alfajores le doy a cada uno?

Actividad 2

Susana tiene 20 bolitas. Quiere darle
la misma cantidad a cada uno de sus 5
hijos, y que no le sobre ninguna.

¢Cuantas bolitas le da a cada uno de
sus hijos?

Actividad 3

Quiero guardar 20 figuritas en sobres
de a 5. No me puede sobrar ninguna.

¢, Cuantos sobres preciso para guardar
mis figuritas?

Actividad 4

Cada equipo de futbol esta formado
por una camiseta y un pantalon.

Santi tiene 5 camisetas y puede for-
mar 20 equipos diferentes.

¢ Cuantos pantalones tiene?

Actividad 5

Martin y Juana estan cazando maripo-
sas para un experimento en la escuela.
Martin cazé 5 veces lo que junt6 Juana.
Martin consigui6 20.

¢ Cuantas mariposas consigui6 Juana?

Actividad 6

Ana y Daniel juntan agua para regar
las plantas de su abuela. Ana lleva
juntados 20 litros, y 5 veces el agua
que juntd Daniel.

¢ Cuantos litros de agua ha juntado
Daniel?

3 En este articulo solamente abordamos problemas en los que a y ¢ son

nameros naturales.
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Las actividades anteriores tienen algunas
similitudes.

En todos los casos, los nimeros involucra-
dos son el 5y el 20. Més atn, la estructura de
todos los problemas es 5 X ? = 20, por lo que
la relacién entre el 5 y el 20 segin los enun-
ciados es del tipo “el 5 como factor del 20”.
Lo anterior implica que la operacién que resuel-
ve las actividades es 20 + 5 y esto tiene como
consecuencia que “el nimero 4” es parte de la
respuesta a las actividades.

Analicemos con mayor detenimiento, las di-
ferencias entre las actividades.

Actividades 1y 2

Estas dos actividades se enmarcan dentro
del significado proporcionalidad, ya que estdn
en juego dos espacios de medida: los alfajores y
las personas en un caso, y los hijos de Susana y
las bolitas en el otro caso. Los espacios se rela-
cionan por una multiplicacién como sigue:

alfajores

por persona — 20 alfajores

5 personas x

5 hijos x bolitq; = 20 bolitas
por hijo

En ambos casos, la cantidad desconocida
corresponde a la constante de proporcionali-
dad, es decir, a la relacion entre los espacios a
saber: cantidad de alfajores por persona en el
primer caso, y cantidad de bolitas por cada hijo
de Susana en el segundo caso. Esto hace que la
divisién 20 + 5 en este caso se presente bajo
el significado reparto. El 4 indica “4 alfajores
por persona” y “4 bolitas a cada hijo”. Esto re-
presenta una diferencia entre estas actividades
y la siguiente.

Actividad 3

Como adelantamos en el andlisis anterior,
este caso también estd dentro de la proporciona-
lidad. Los espacios de medida involucrados son
el espacio de figuritas y el espacio de los sobres.
La “ecuacioén” que relaciona estos espacios pue-
de escribirse asf:

5 figuritas

o i sale 2B

sobres x
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A diferencia del caso anterior, la constante
de proporcionalidad es conocida, y es “5 figuri-
tas por sobre”. Es decir que la cantidad desco-
nocida no es la relacién entre los dos espacios,
sino la cantidad de elementos de uno de ellos;
en este caso, los sobres. Por lo tanto, la divi-
sién 20 + 5 en este caso tiene involucrado el
significado agrupamiento, y el 4 significa “son
necesarios 4 sobres”.

Actividad 4

Los espacios de medida en este caso ya no
son dos como en los casos anteriores, sino que
son tres: el espacio de las camisetas, el espacio
de los pantalones y el espacio de los equipos. Es
decir que los dos primeros espacios dan lugar al
tercero. En este caso, el significado de la multi-
plicacion es el producto cartesiano. La ecuacién
que modela este problema es la siguiente:

5 camisetas x pantalones = 20 equipos

Como se pregunta por uno de los factores, la
operacion que resuelve es la division 20 + 5,y
son “4 pantalones” los que tiene Santi. Como ya
adelantamos, en esta situacidn, el significado de
la divisién no lleva un nombre distinto al signi-
ficado de la multiplicacién por lo que la division
se presenta con el significado producto carte-
siano o combinatoria*. A diferencia del signi-
ficado proporcionalidad, en este caso preguntar
por uno de los factores o por el otro involucra el
mismo significado.

4 Asi le llaman a estos problemas, por ejemplo, Broitman et al. (1997).



Actividades 5y 6

En los casos anteriores, los espacios de me-
dida eran dos o tres. En este caso hay solo un
espacio de medida involucrado (uno en cada
actividad): en la primera de ellas, el espacio de
mariposas; y en la segunda, el espacio “agua”.
El significado en este caso corresponde al pro-
ducto escalar, y las ecuaciones que modelan
estas situaciones son las siguientes:

Mariposas _ 20 Mariposas
de Juana = (las de Martin)
Agua que 5 20 litros de agua

junto Daniel ” =~ — (la que junto Ana)

La constante 5 que interviene en ambas
situaciones es escalar, esto significa que “no
tiene unidad”. El 5 no representa 5 mariposas,
ni 5 litros de agua, ni 5 litros de agua por per-
sona, ni ninguna cantidad. El 5 en ambos ca-
sos representa “5 veces”, presente en las dos
actividades.

La operacién que resuelve ambas situacio-
nes es 20 + 5 o0 lo que es lo mismo “hallar la
quinta parte” de las mariposas que encontrd
Martin, y de los litros de agua de junté Ana. El
4 que resulta de dividir 20 entre 5 significa “4
mariposas” y “4 litros”.

Ambas podrian modificarse preguntando
“las veces” o “el escalar”, por ejemplo:

“Si Juana encontré 5 mariposas y Martin 20,
Jcudntas mariposas mds que Juana encontro
Martin?”

Divisiones con significado... {Y con resto!

En este caso, la divisién 20 + 5 se realiza
entre “cantidades de mariposas”, es decir que se
dividen 20 mariposas entre 5 mariposas, por lo

que el resultado 4 es escalar.

Divisiones con resto

Como adelantamos en la Introduccién, nos
proponemos modificar los niimeros involucra-
dos en las actividades anteriores. Mds precisa-
mente cambiaremos el 20 por 21 en todas las
actividades, por lo que resolver las mismas im-
plica “dividir 21 entre 5. Esto puede dar lugar

a las siguientes divisiones:

21|5
1 4

21|5

42

Pero ;tiene sentido esto en los diferentes
contextos? ;Como se interpreta el 4,27 ;Y el
resto 1?7 ;La respuesta al problema la da el co-
ciente, el resto o ninguno de ellos? Reflexione-
mos sobre las actividades modificadas.

Reparto

Actividad 1*

Voy repartir 21 alfajores entre 5
personas. Todas tienen que tener
la misma cantidad. No me puede
sobrar ninguno.

¢ Cuantos alfajores le doy a cada
una?

Actividad 2*

Susana tiene 21 bolitas. Quiere
darle la misma cantidad a cada
uno de sus 5 hijos, y que no le
sobre ninguna.

¢ Cuantas bolitas le da a cada uno
de sus hijos?
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La primera de estas dos actividades podria
resolverse “dando 4 alfajores y 1/5 a cada perso-
na” o lo que es lo mismo “4,2 alfajores por per-
sona”. En el segundo caso no es posible dividir
una bolita en 5 partes o hablar de 1/5 de boli-
ta. Es por esto que la equitatividad (1a misma
cantidad a cada uno) y la exhaustividad (que no
sobre nada) no son posibles simultdneamente.
Dicho de otra forma, Susana no puede repartir
las bolitas entre sus hijos de forma que no le
sobre nada, dindole la misma cantidad a cada
uno de ellos.

En términos de divisiones tenemos que la
divisién

21 | 5
42

permite resolver la primera actividad, pero no

permite resolver la segunda. Como el segundo

reparto no es posible tal como estd planteado,
podriamos exigirle menos condiciones:

P Sisolo exigimos que el reparto sea exhausti-
vo (no sobre nada), el reparto podria hacerse
de forma no equitativa; asi, por ejemplo, Su-
sana podria dar 1 bolita a cuatro de sus hijos,
y 17 bolitas al otro o 2, 3, 4, 5 y 7 bolitas
respectivamente a sus hijos.

P Si solo exigimos la equitatividad (a todos
lo mismo), el reparto podria hacerse dan-
do a cada hijo la misma cantidad de bolitas
menor o igual que 4. Por ejemplo, se po-
dria entregar a todos 2 bolitas (repartimos
10 y sobran 11) o a todos 3 (repartimos 15
y sobran 6).

Como podemos notar, ninguno de los casos
anteriores se resuelve con una divisién. Nos
preguntamos entonces cémo modificar la situa-
cion para que la resuelva la divisién

21|5
1 4

Para que la situacidn se resuelva con esta di-
visién debemos exigir que todos reciban lo mis-
mo (equitatividad) y que la cantidad repartida
sea la mayor posible, o lo que es lo mismo, que
lo que sobra no alcance para seguir repartiendo.
La respuesta en este caso es “a cada uno le tocan
4 bolitas, y queda 1 sin repartir”.
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Las diferencias entre ambas actividades con
respecto al uso de la division para repartir tie-
nen que ver con el tipo de magnitudes involu-
cradas: mientras los alfajores son magnitudes
continuas (se puede dividir el resto), las bolitas
son magnitudes discretas.

Entonces, en los casos de reparto, la perti-
nencia de division exacta con cociente decimal
o la divisién entera con resto la determinan las
magnitudes involucradas.

Agrupamiento

Actividad 3*
Quiero guardar 21 figuritas en sobres de a 5. No me
puede sobrar ninguna. ¢ Cuantos sobres preciso para
guardar mis figuritas?

Al igual que las bolitas, las figuritas cons-
tituyen una magnitud discreta (al dividir una
figurita, se obtienen pedazos que ya no son figu-
ritas). Es por esto que la division

21 | 5
42

no resuelve este problema. Esta divisiéon daria
como resultado que “son necesarios 4,2 sobres”,
lo que no tiene sentido.

Pero ¢la division con resto

21 | 5
1 4
resuelve el problema?

Para contestar esto, interpretemos el cocien-
te y el resto de esta divisién. El cociente 4 indica
la cantidad de sobres “llenos”, o sea, con 5 fi-
guritas. Estos 4 sobres con 5 figuritas contienen
en total 20 figuritas. El resto 1 es la cantidad de
figuritas que no se guardaron. En este caso hay
20 figuritas, guardadas en 4 sobres de 5 cada
uno, y queda una figurita.

Como la actividad pregunta por la cantidad
de sobres necesarios para guardar las figuritas,
no es posible que sobre 1. Es por esto que la
cantidad de sobres necesarios es 5 distribuidos
de esta forma: 4 sobres llenos, y un sobre con
una figurita. Cabe destacar que en este caso, la
respuesta al problema no la da el cociente ni el
resto de la division, sino que es necesario “ar-
marla” a partir de ambos.



Producto cartesiano

Divisiones con significado... {Y con resto!

Producto escalar

Actividad 4*
Cada equipo de futbol esta formado por una camiseta y
un pantal6n. Santi tiene 5 camisetas y puede formar 21
equipos diferentes. ; Cuantos pantalones tiene?

Otra vez nos encontramos ante espacios de
medida discretos. La divisién

21 | 5
42

para este caso daria como respuesta que “Santi
tiene 4,2 pantalones”. Esto es absurdo, por lo
que esta divisién tampoco resuelve en este caso.

(Cémo interpretar la division

21|5
1 4

en este contexto?

Podemos escribir la relacion entre los tér-
minos de la division (con sus unidades) como
sigue:

21 equipos =5 camisetas x 4 pantalones + 1 equipo

son 20 equipos

La igualdad anterior implica que uno de los
equipos, el equipo que corresponde al resto no
estd formado por estas 5 camisetas; entonces,
(,como estd formado? Este hecho contradice la
propia consigna que indica como estdn confor-
mados los equipos, y cuédntas son las camisetas
para conformarlos.

Por lo anterior, ninguna de las divisiones
resuelve el problema. En este caso, la relacién
entre los nimeros (no miltiplos) implica que asi
sea 0, mads precisamente, que “Santi no puede
tener 21 equipos”.

Actividad 5*

Martin y Juana estan cazando
mariposas para un experimen-
to en la escuela. Martin caz6 5
veces lo que junté Juana. Martin
consiguié 21. Cuantas maripo-
sas consigui6 Juana?

Actividad 6*

Ana y Daniel juntan agua para
regar las plantas de su abuela.
Ana lleva juntados 21 litros, y 5
veces el agua que juntd Daniel.
¢ Cuantos litros de agua ha jun-
tado Daniel?

Una vez mds la diferencia entre ambas pro-
puestas son las magnitudes involucradas: en el
primero de ellos, el espacio de las mariposas
representa una magnitud discreta, mientras que
la cantidad de agua en el segundo caso es una
magnitud continua.

La division

21|5

42

en el primer caso daria como respuesta que
“Juana consigui6 4,2 mariposas”, lo que es im-
posible. Esto se debe a que las mariposas no son
fraccionables. Sin embargo, la misma divisién
en el segundo caso se interpreta como “Daniel
junté 4.2 litros de agua”, lo que si es posible.

La division
21 | 5
1 4

escrita en forma 21 = 5 x 4 + 1 puede interpre-
tarse como “las 21 mariposas de Martin son 5
veces las 4 mariposas de Juana y una mariposa
mas” o “los 21 litros de agua que junté Ana son
5 veces los 4 litros de Daniel y 1 litro més”, pero
en ninguno de los casos una cantidad es 5 veces
la otra cantidad como lo indica la actividad, por
lo que la divisién con resto no ayuda a resolver
la situacién.

En ambos casos conocemos una cantidad
“S veces” mayor a una cantidad desconocida,
y esta es la que queremos encontrar. Antes de
cambiar el lugar de la incégnita resumamos la
discusién anterior.
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En problemas de producto escalar, si busca-
mos un factor correspondiente a una medida, la
divisién exacta (con cociente racional) es la que
permite resolver en caso de magnitudes conti-
nuas; y en caso de magnitudes discretas, ningu-
na de las dos divisiones resuelve.

Ahora podemos preguntarnos qué sucede
si conocemos las dos cantidades del espacio, y
queremos averiguar la “cantidad de veces” que
entra una en la otra. Las actividades modifica-
das son las siguientes:

Actividad 5** Actividad 6**

Martin y Juana estdn cazando
mariposas para un experimento
en la escuela. Martin consiguié 21
y Juana 5. Martin tiene mas mari-
posas que Juana, jcuantas veces
mas?

Ana y Daniel juntan agua para re-
gar las plantas de su abuela. Ana
lleva juntados 21 litros, y Daniel 5
litros. ¢Ana juntd cuantas veces
mas agua que Daniel?

En ambos casos, una cantidad es 4,2 veces
la otra. La condicion de “ser continuo” o “ser
discreto” no hace referencia a la cantidad de ve-
ces, sino a la cantidad de cada magnitud. Asf, la
cantidad de litros puede no ser natural, mientras

30/ QUEHACER EDUCATIVO |

que la cantidad de mariposas debe ser un nu-
mero natural. Y en este caso, por mas que una
cantidad sea “4,2 veces mayor que la otra”, am-
bas son nimeros naturales: 5 y 21. Entonces, en
caso de producto escalar y de que busquemos
“la cantidad de veces”, la divisidn que resuelve
la situacién es

21 | 5
4.2
tanto para magnitudes continuas como discretas.

A modo de sintesis

Como dijimos al principio, en caso de que
una situaciéon se pueda resolver dividiendo
dos naturales a y b que no son multiplos uno
del otro, podremos realizar la divisién exacta
(con cociente racional, no natural) o la divi-
sién con resto. La eleccion e interpretacion
de los resultados dependerd del contexto y
del significado involucrado. Como también
vimos, hay algunas situaciones que “parecen
de divisién”, pero ninguna de ellas permite
resolverla.

Resumimos esto en la siguiente tabla, to-
mando el 20 + 5 que ya discutimos.



Divisiones con significado... {Y con resto!

Magnitudes continuas Magnitudes discretas
La division que resuelve en este caso es La divisién que resuelve en este caso es
21
o 5 21 5
5 42 1 4
Qo
& El contexto continuo da la posibilidad de fraccionar | No es posible fraccionar el resto (discreto), por lo que la
el resto (o seguir dividiendo), lo que da lugar a | division es entera, y el resto indica “lo que sobra’, o “lo que
cociente no natural. no se reparte”.
La division que resuelve en caso de agrupamiento es la division entera (con resto), es decir,
-% 21 | 5
g 1 4
5 El resto se interpreta como “la figurita que queda sola en un paquete”, y el cociente 4 son “los paquetes llenos de
< figuritas”. El total de paquetes necesarios para las 21 figuritas es 5, los 4 paquetes llenos y uno con una figurita (la

del resto). Por lo tanto, la respuesta a la situacion es el valor del cociente mas uno.

En caso de significado producto cartesiano, ninguna de las divisiones resuelve el problema. Como ya analizamos,
no tiene sentido hablar de “4,2 pantalones” ni de “1 equipo que sobra”. En este caso, el problema no tiene solucion.

Producto
cartesiano

Silo que se busca es una “cantidad de magnitud”...

Silo que se busca es “la cantidad de veces”, resuelve la division exacta
21 5
42

4,2 es la “cantidad de cincos que hay en 21”. Esto se interpreta como: “una cantidad es 4,2 veces la otra’, lo que es
independiente del tipo de magnitud. Entonces, el problema tiene solucién siempre.

...resuelve la divisién exacta ...|a division exacta <]
21 5 21 5

8 42 42

[

§ 4,2 es una cantidad de magnitud continua. no resuelve, porque el cociente es no natural (y la magnitud

=) es discreta). En este caso, el problema no tiene solucion.
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Como discutimos en el articulo e intentamos resumir en la tabla, los problemas que implican
divisién entre naturales, cuando el dividendo y el divisor no sean multiplos, se resuelven con divi-
sidén entera (con resto), con division exacta (cociente decimal) o no tienen solucién. En resumen,
realizamos un recorrido por problemas con division, focalizando la atencién en los nimeros invo-
lucrados e intentando analizar como, en algunos casos, estos permiten ampliar la mirada sobre los
significados, esperando aportar a la construccién del sentido de las operaciones. [
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