Numeracion -

“El sistema de numeracién: un problema
didéctico” (Lerner y Sadovsky, 1994) es la pri-
mera investigacién que pone a este sistema en
el debate de la ensefianza. Desde sus primeras
reflexiones, las autoras se hacen esta pregunta:
«El sistema de numeracion y las operaciones
aritméticas son dos contenidos bdsicos que
atraviesan la escolaridad primaria, ;cudl es la
relacion que puede establecerse entre ellos? »'.

A partir de allf hacen notar que dentro de de-
terminado planteo did4ctico (del que nos ocupa-
remos mds adelante), los alumnos son capaces
de generar en acto procedimientos que ponen en
evidencia conocimientos del sistema de nume-
racién y de las propiedades de las operaciones.
Con énfasis en esta realidad, las autoras sostie-
nen que did4cticamente se abre la posibilidad de
confrontar estos procedimientos y avanzar en el
conocimiento de ambos aspectos.

Esta pregunta nos lleva de la mano al pro-
blema que deseamos plantear: durante largo
tiempo, estos dos aspectos entrelazados se han
trabajado en la ensefianza en forma separada. La
explicacion de este fendmeno es de larga data y
no han podido desprenderse de esta historia los
curriculos escolares. Si nos remontamos a los
origenes y al uso que se realizaba de ellos, ve-
mos que los sistemas de numeracién anteriores
al que tenemos en uso se crearon para conta-
bilizar cantidades y enumerar, esos fueron los
dos grandes cometidos. Ademads, los nimeros
fueron objetos de fascinacién en la antigiiedad,
mientras que las operaciones fueron un oficio
de esclavos. En la Edad Media se inventaron

" En linea: http://www.buenosaires.gob.ar/areas/educacion/cepallerner_sadovsky_sist_num_4.pdf
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instrumentos fisicos de célculo como los dba-
cos, para realizar operaciones. Recién en el si-
glo xv, en occidente, se va a imponer un sistema
de numeracion que, despegado de los objetos,
va a permitir las operaciones tan solo con el ma-
nejo de sus cifras. La escuela, heredera de los
criterios separados, no ha podido atin, si pensa-
mos en lo reciente de esta investigacion en tér-
minos de ensefianza, batallar con este sistema
complejo pero tan extraordinario que permitié a
la humanidad un gran salto cientifico.

Pero veamos qué se observa con frecuencia
en las aulas con esta ensefianza divorciada, cudl
es el efecto en el conocimiento de los alumnos,
y he ahi nuestro problema.

Como se enseia usualmente la
numeracion y las operaciones

Tomemos un formato de enseflanza que
ha sido muy extendido, y hoy persiste en las
aulas: desde el inicio de la escolaridad, los
nimeros se presentan por agregacion de +1
y su escritura; se cuentan objetos y se escribe
el cardinal correspondiente. Es més, la escri-
tura de la sucesion numérica va acompafiada
de una referencia a los objetos que se cuentan.
(Cudl es el problema aqui? Las representacio-
nes de los nimeros en cuanto sistema son di-
ferenciadas por las cifras y los agrupamientos
que este sistema base 10 ha determinado. El
conteo de objetos es igual para el 4 que para
el 24 o para el 100, de manera que la exten-
sién del conteo asociado a la escritura no per-
mite comprender por qué la escritura de un
nimero pasa de una cifra a dos o tres cifras.
Este hecho se ignora.



La investigaciéon a la que hacfamos refe-
rencia mostré que los alumnos, a partir de la
observacion diaria del comportamiento de las
escrituras numeéricas, elaboran hipétesis acerca
de cudndo es mayor un ndmero en relacién al
nimero de cifras; aprenden la escritura de los
multiplos de 10 (nudos) y realizan una escritura
en correspondencia con esta observacion. Esto
los lleva a cometer “errores” en la escritura pero
que, como lo muestran las autoras, se convier-
ten en un insumo excelente para la intervencién
docente.

Cuando se intenta trabajar sobre la posicio-
nalidad del sistema se recurre a materiales con-
cretos y figurativos: se agrupan objetos o figu-
ras en decenas o centenas, seglin el caso, y se
pretende que el alumno comprenda la escritura
del nimero por estos agrupamientos. Investiga-
ciones como la de Kamii (1994) han puesto en
evidencia que los alumnos interpretan el valor
de las cifras solamente en términos de unidades
para los diferentes 6rdenes. Los agrupamientos
o los “ataditos” no reflejan el orden de las cifras,
que es inherente al valor posicional. Esto ha
sido estudiado por Lerner (1999), los “ataditos”
siempre van a sumar la cantidad total indepen-
dientemente del orden en el que se los presen-
te, mientras que si cambio el orden de las cifras
cambia el nimero (el 38 se convierte en 83). Por
otra parte, Kamii sostiene que al comienzo de su
escolaridad, los alumnos no pueden incorporar
la inclusion de los érdenes en forma separada
de las unidades. No pueden, ademds, integrarlos
con una terminologia diferente a la que mane-
jan: el diez no es para ellos lo mismo que una
decena. En los dbacos —fuera de su contexto his-
térico (célculo), utilizados hoy para mostrar los
lugares de las cifras—, si bien respetan ese or-
den, son nuevamente objetos los que se colocan
en los vastagos y no cifras. En este caso, el nifio
debe interpretar que cada argolla del segundo
véstago vale 10, y es justamente lo que Kamii
sostiene que no puede hacer. Algunos nifios lo-
gran interpretarlo, mds por obediencia que por
comprension. El uso abusivo de estos materia-
les logra una memorizacién de los niimeros que
componen el sistema, pero no puede lograr lo
verdaderamente importante: la comprension de
sus reglas de formacién. En los grados superio-
res no se aborda usualmente este contenido, por
lo que los alumnos mantienen la produccién de

nimeros sin entender la integracion del sistema,
y contindan la escritura de los nimeros utilizan-
do las hipétesis que mencionamos, elaboradas
previo a su escolaridad.

Esto es preocupante porque estaria revelan-
do dificultades en los avances que la escuela
debe provocar en los alumnos; no es posible que
los alumnos finalicen el ciclo escolar con ideas
elaboradas en su comienzo.

Para la enseflanza de las operaciones ge-
neralmente se presentan problemas tipo que
se resuelven con suma, resta, multiplicacién o
divisién exclusivamente. Por los estudios de
Vergnaud (1991) hoy sabemos que el contexto
del problema determina los procedimientos de
resolucion. Al hablar de esto estamos pensando
que se recurre en algunos casos indistintamente
(por ejemplo) a la suma o a la resta, y en otros
casos no es evidente para los alumnos que dos
problemas diferentes se resuelvan con la misma
operacion.

Al desconocer estos aportes se pasa rapi-
damente al algoritmo. Estos se ensefian me-
cdnicamente y con un dnico modelo. Las di-
ficultades que se le presentan al alumno en
los cambios de orden se tratan de “facilitar”
con cartelitos con la inicial de los érdenes y
separando con una linea cada orden, de forma
que el nimero resultante se reconstruye magi-
camente. En la medida en que se progresa en
esta enseflanza, cada una de las operaciones
presenta nuevos escollos. El éxito de la resta
pasa a depender de la prueba. En el caso de la
multiplicacién, cuando los factores tienen mas
de una cifra, los productos parciales también se
reconstruyen mégicamente porque no se sabe
por qué se corren lugares. La divisién es un
problema mayor. Los sucesivos restos se escri-
ben no ya en unidades, sino segin el orden de
referencia; sucede igual con el cociente. Esto
hace que, para el alumno, 1 y 1000 valgan lo
mismo. Nuevamente en el cociente se arma un
nimero mdgicamente. Es frecuente encontrar
que el cociente es mayor que el dividendo, y
los alumnos no se cuestionen. Lo grave de esto
es que no se entiende lo que hace la operacion.
Referimos a un articulo de Silva (2005): alum-
nos de quinto afio dividian un niimero de seis
cifras entre un nimero de dos cifras y obtenian
como cociente un nimero que era aproximada-
mente la mitad del dividendo.
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(Qué matematica se esconde detrds de estas
propuestas? Es un conocimiento acabado que se
trasmite por una ensefianza normativa (modelo
educativo y matemdtica estdn en consonancia).
Se le entrega al alumno el producto final, y la
transposicion didactica que se realiza del mismo
contiene errores matematicos, ya que no existe
una vigilancia epistemoldgica del conocimiento
(el objeto de conocimiento se deforma para ser
ensefado de manera que pierde rigurosidad); un
buen ejemplo es el cambio de las cifras por los
ataditos (Lerner, 1999).

La consecuencia de estas practicas se refleja
en las respuestas que cominmente apreciamos
en las aulas cuando los alumnos, ante un pro-
blema, necesitan preguntar con qué cuenta se
resuelve.

Entender que la matematica es un conoci-
miento que ha tenido y tiene una elaboracién
permanente de bisqueda, de aciertos, de erro-
res, de replanteos, de reestructuraciones; mues-
tra lo que algunos autores como Charlot sos-
tienen: que la matemadtica se aprende haciendo
matemadtica. (Como pensar hacer matemadtica
en el aula cuando la matemadtica escolar es una
matemdtica antigua?

Pensamos que hoy en dia, las diferentes in-
vestigaciones didécticas que aporta la escuela
francesa sobre la enseflanza de la matemdtica
(Brousseau, Chevallard, Vergnaud, Gascon,
Sadovsky, Lerner, Espinosa, Carraher, Block,
entre otros) nos permiten afirmar que es posi-
ble transformar el aula en un ambiente de pro-
duccién matematica, donde cada clase elabore
lo correspondiente a su nivel. Hay una pregun-
ta que surge: ;como los nifios pueden hacer
aquello que “no saben”? Pedirle a un alum-
no del nivel inicial que escriba en una tarjeta
cudntos lapices hay en una caja, pone en juego
sus creencias de como se realiza esa escritura.
La diversidad de formas (procedimientos) en
un aula donde el docente permita confrontar y
discutir acerca de las posibles escrituras, nos
habla ya no solo de una elaboracién matema-
tica, sino de una postura sobre el pensar criti-
camente, uno de los objetivos centrales de la
escuela.
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Dado que el alumno transita y ha transitado
diferentes niveles de la ensefanza accediendo a
los marcos tradicionales, para que estas discu-
siones o debates se produzcan es importante que
el docente revise permanentemente el contrato
didéctico establecido. En palabras de Brousseau
(2007), debe devolver el problema al alumno
para que este se apropie y encuentre la estrate-
gia 6ptima de resolucién.

Para ello es necesario crear propuestas de
trabajo tomando una situacién y, a partir de las
respuestas que los alumnos dardn, elaborar va-
rias situaciones relacionadas, de forma de ade-
cuar el objetivo matemdtico al hacer matemati-
co de los alumnos.

La gestion del docente y la elaboracion
de las propuestas adecuadas a los alumnos y
al conocimiento a enseflar, estan totalmente
entrelazadas. El conocimiento a ensefiar debe
estar proximo al saber sabio. Esto significa,
no obstante la matemadtica escolar parece ser
conocida por todos, que deba revisarse y pro-
fundizarse. En el caso de numeracién y de
operaciones es importante conocer profun-
damente el sistema de numeracidén y las for-
mas de conteo durante toda la escolaridad, asi
como las propiedades de las operaciones y la
resolucidn de estas utilizando los 6rdenes del
sistema de numeracién que permiten el cdlcu-
lo mental y facilitan el cdlculo algoritmico.
Con respecto a las propuestas a presentar a
los alumnos, es preciso tener en cuenta los co-
nocimientos que estos tienen sobre el saber a
ensefiar. En el caso de la numeracion, requie-
re estar informado sobre las investigaciones a
las que nos referimos anteriormente en cuanto
a las hipétesis en las que se apoya la escritura
de los nimeros. Importantes investigaciones
como las de Carraher, Carraher y Schliemann
(1991) y Ferreiro (1986) muestran que en si-
tuaciones cotidianas, alumnos de contextos
muy desfavorables resuelven mentalmente
problemas que a veces no logran resolver con
lapiz y papel. La lectura de la Teoria de los
Campos Conceptuales de Vergnaud (1991)
es un aporte fundamental para plantear a los
alumnos, problemas que contemplen diferen-
tes situaciones que se resuelven con las dis-
tintas operaciones, de manera de no “pegar-
les” situaciones estereotipadas.



No existe una receta como la que habria en
un modelo normativo, dado que cada aula, al
pensarse como un lugar para construir conoci-
miento, nunca es igual a otra. Esto es porque los
nifios son diferentes y avanzan en tiempos dife-
rentes, y no existe ensefianza verdadera si no se
acompafa su proceso de elaboracion.

No obstante, hay cuestiones fundamentales
o0 hay caminos por los que deberfamos transitar,
tal como tener en cuenta que es mejor ocupar
mads tiempo en la discusiodn sin cerrar un conoci-
miento, que acumular conocimientos para cum-
plir con un programa.

Tomemos un ejemplo: una ensefianza posi-
ble del valor posicional y de la suma en el pri-
mer ciclo.

En este caso optariamos por plantear prime-
ro problemas de suma que recorran los diferen-
tes significados que plantea Vergnaud (ibid.):
composicién de medidas y transformacion de
medidas. Debe haber al menos tres problemas,
y los niimeros seleccionados deben estar en el
conocimiento de los alumnos. Al gestionar es-
tos problemas, el docente deberia dar un espacio
para que los alumnos produzcan procedimientos
de resolucion sin intervenir jamds sobre el cono-
cimiento que resuelve, y si alentando al alumno
en sus posibilidades. Este momento que llama-
mos espacio privado del alumno es fundamen-
tal. Para el docente, porque se pone en juego la
pertinencia de la respuesta; si los alumnos estdn
tan alejados de ella que no pueden encontrar un
procedimiento artesanal o es tan sencillo para
ellos que todos lo resuelven rdpido y correcta-
mente, entonces la propuesta es inadecuada y
no se deberia, en el primer caso, ni insistir ni

dar explicaciones para que la resuelvan. Esto es
crucial porque la tentacién por cumplir con los
programas es grande, y si se induce la respuesta
a los alumnos se impide que ellos la elaboren.
Para el alumno significa un momento con el pro-
blema, libre de presiones, en contacto solo con
un medio.

Es importante que al planificar esos proble-
mas, el docente haya previsto posibles formas de
resolucién que lo ayudardn para las intervencio-
nes colectivas e individuales. Al principio, este
aspecto no resulta ficil para el maestro, pero
debe tenerse en cuenta que podrd irse elaborando
a medida que observe los procedimientos que los
alumnos realicen. Después de cada propuesta, el
docente debe analizar los procedimientos surgi-
dos y, en momentos préximos, confrontarlos ape-
lando siempre a las voces de sus alumnos, des-
prendiéndose cada vez mds de sus autores. Este
espacio publico apunta a la formacién de una co-
munidad de aprendizaje donde el conocimiento
no es propiedad de nadie. Se confrontan aquellos
procedimientos proximos para observar lo que
tienen en comtn; también pueden confrontarse
escrituras totalmente diferentes apuntando a la
diversidad de expresiones numéricas. Si es enten-
dida por los nifios, la escritura del nimero se debe
valorar por sobre las resoluciones gréficas. Parti-
mos siempre de un supuesto: todos los nifios han
podido, dentro de sus posibilidades, resolver el
problema. Este es el ingrediente imprescindible
de toda buena situacién; un problema no es pro-
blema si los alumnos no lo pueden resolver. Cada
vez que se discuta, corresponde promover avan-
ces en los saberes de los alumnos de forma que
el docente no deba realizar exposiciones de los
procedimientos y validarlos, sino cuestionarlos e
ir a los porqués de que sean iguales o diferentes.
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El valor posicional no es un conocimiento
que se pueda plantear desde un problema de la
vida cotidiana. Su contexto es solamente mate-
matico. Es por ello que es inadecuado desagre-
gar ndmeros, por ejemplo, en la fecha, dado que
pierden sentido.

Situaciones como las anteriores donde apa-
recen diferentes resoluciones pueden utilizarse,
seleccionando las adecuadas, para analizar qué
aspectos del valor posicional estdn en juego en
cada una, o se pueden proponer escrituras de
nimeros conocidas por los nifios para analizar
la inclusién de la decena, de la centena, segtn el
caso. Si para encontrar el 84 como resultado de
la suma de 28 + 30 + 26, un alumno contd 7 de
10 y luego 14 de 1 y formé el 84; mientras que
otro escribié las sucesiones hasta 28, hasta 30
y hasta 26, y luego encerr6 y fue contando 20
nimeros, luego 30 y otros 20, y después contd
los que le sobraban; ;qué tienen en comun es-
tos dos casos? Nada mds y nada menos que la
fundamentacion de por qué el 84 se escribe asi;
;qué “dice” el 87, que son 8 veces 10 observan-
do la regularidad que se cumple en el alumno
que escribid la sucesion. Confrontando otras
escrituras se pueden elaborar conclusiones pro-
visorias tales como: cuando hay un niimero de
dos cifras, el primero dice cudntos dieces hay
en el niimero.

(Cudl es el vinculo de esto con las operacio-
nes y sus propiedades? La suma de los 6rdenes
reconstruye el ndmero y no importa el orden en
que se sumen (propiedad conmutativa).

Una preocupacién instalada en la escuela y
en la sociedad es que los alumnos utilicen al-
goritmos convencionales. Cuando planteamos
anteriormente un algoritmo producido por los
procedimientos de los alumnos, estdbamos
otorgando un lugar de prestigio a las produc-
ciones de los nifios, dado que hacen al hacer
matemadtico que planteamos desde el comienzo.
Ademds, estos algoritmos precisamente trans-
parentan y pueden dar cuenta del valor de los
ordenes y explicar, en este caso, el acarreo de
las unidades a las decenas. Puesto que el algo-
ritmo convencional propio de nuestra cultura no
es justamente transparente, la confrontacién con
estos algoritmos artesanales que los alumnos,
luego de muchas actividades, deberian cono-
cer con solvencia permite que en determinado
momento de la escolaridad puedan optar por los
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convencionales, pero con un adecuado nivel de
comprension.

Cada vez que el docente plantee propuestas
para ensefiar las otras operaciones, los espacios
siempre deben permitir reflexionar sobre la nu-
meracion, es decir, desde el producto de dos nu-
meros, desde la diferencia o desde el cociente es
importante que se encuentre qué otros nimeros
pueden producir esos resultados, y hallarlos en
la sucesidn de los nimeros. En estas situaciones
también se ponen en juego las relaciones entre
los nimeros, las propiedades de los mismos y
las propiedades de las operaciones. Esto dltimo
nos enfoca en un hacer matemético de relacio-
nes, y evita que la matemadtica se ensefie como
una suma de partes.

Este planteo que ejemplificamos con una si-
tuacién para el primer ciclo, es vélido para toda
la escolaridad, ya que cuando se amplia la nu-
meracién al conjunto de los racionales vuelven a
aparecer estas dificultades tanto en la compren-
sion de la numeracién como en la resignificacién
de las operaciones. Por ejemplo, hay que revisar
las concepciones de los nifios en las que a mayor
nidmero de cifras mayor es el niimero, ya que con
el ingreso de los nimeros racionales se produce
una ruptura que presenta nuevas dificultades.

Hasta aqui hemos delimitado un problema
de enseflanza de la matematica y ensayado una
posible forma de abordarlo, pero nos pregunta-
mos cOomo lograr que en las aulas estas cuestio-
nes se hagan colectivas.

Las instancias de trabajo con docentes de un
mismo nivel y de niveles préximos” abren una
posibilidad de recrear lo que pensamos para un
aula escolar. No obstante, los problemas a resol-
ver por parte de los docentes serdn problemas
didicticos en los que se involucren haceres ma-
tematicos de los alumnos. El analizar los traba-
jos de los alumnos, el analizar la pertinencia de
las propuestas en relacién a los objetivos pro-
puestos, el co-pensar la gestion de los mismos,
ponen en marcha una diversidad de estrategias
de los docentes. La interaccion de estos saberes
docentes—saberes de los alumnos debe posibi-
litar al colectivo el crecimiento de la gestién
de los saberes did4cticos. Volver una y otra vez

2 No descartamos niveles distantes, dado que en estos casos se observa la
evolucion de los alumnos y este aspecto puede darnos grandes sorpresas.



sobre los trabajos de sus alumnos, con lecturas
de las investigaciones que ya hemos enumera-
do, con andlisis de las producciones de los nifios
donde se reflejen diversidad de procedimientos,
de avances y, fundamentalmente, la coexisten-
cia de escrituras mixtas®.

Este ultimo aspecto es muy importante por-
que evidencia que el aprendizaje no es una linea
siempre en ascenso.

En sintesis, hacer matematica es restituir
(porque este es un derecho innato al ser humano)
a los alumnos, la posibilidad de acercarse a re-
elaborar los conocimientos mateméaticos produ-
cidos por la humanidad. Para ello es importante
encontrar contextos préximos o producidos en la
escuela, recontextualizarlos en otras situaciones
y descontextualizarlos, como sefiala Brousseau

(1986) al referirse al trabajo del profesor. La
consideracion de este dltimo aspecto constituye
una reflexién sobre el objeto de conocimiento
que debe hacerse en cada nivel, para producir
generalizaciones que dan cuenta realmente de
un saber. Aqui es fundamental la gestién de un
docente que no haga uso de su autoridad en el
saber, sino que la autoridad del saber surja como
consecuencia de un debate que se va ajustando
progresivamente. Brousseau (1991:19) lo plantea
maravillosamente cuando dice que los alumnos
aprenden en estas instancias, nada mds y nada
menos que «la gestion individual y social de la
verdad» y «...como convencer respetando al in-
terlocutor; como dejarse convencer contra Su
deseo o interés; como renunciar a la autoridad, a
la seduccion a la retorica, a la forma, para com-
partir lo que serd una verdad comiin...».
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