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El presente articulo refiere al trabajo en
quinto y sexto grado; haremos foco en el proce-
so de validacion en matemdtica. Abordaremos
la validacion desde el trabajo geométrico, en
particular con figuras del espacio. Las activi-
dades que se presentan atienden distintos tipos
de representaciones de figuras del espacio y al-
gunas propiedades de prismas rectos, oblicuos
y pirdmides.

Al recorrer estas actividades pretendemos
identificar las propiedades de esas figuras que
estdn en juego. También se tiene como objetivo
establecer un cierto conjunto minimo de carac-
teristicas que definan a las figuras del espacio
con las que estamos trabajando.

A su vez, la idea es que a medida que reali-
cen las actividades, los alumnos puedan esta-
blecer argumentaciones con el fin de validar su
trabajo, ya sea a través de descripciones, expli-
caciones o distintos tipos de pruebas. Asumimos
que el trabajo con la validacion en matemdtica
ayuda a desarrollar un alumno autéonomo en re-
lacion al hacer matemadtico.

Para que una situacion pueda ser considera-
da como un problema geométrico debe cumplir
ciertas condiciones.

= «Pararesolver el problema se ponen en juego
las propiedades de los objetos geométricos.

= El problema pone en interaccion al alumno
con objetos que ya no pertenecen al espa-
cio fisico sino a un espacio conceptualiza-
do; las figuras-dibujos trazadas por este
sujeto no hacen mds que representarlo.

= La funcion que cumplen los dibujos en la
resolucion del problema no es la de permi-
tir arribar a la respuesta por simple cons-
tatacion sensorial.

= La validacion de la respuesta dada al pro-
blema —es decir, la decision autonoma del
alumno acerca de la verdad o falsedad de su
respuesta— no se establece empiricamente,
sino que se apoya en las propiedades de los
objetos geométricos. Las argumentaciones a
partir de las propiedades conocidas de los
cuerpos y figuras producen nuevo conoci-
miento sobre los mismos.» (Barallobres et
al., 2000 apud Itzcovich, 2005:13)
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La idea de pensar en un alumno productor
de conocimiento no es sencilla. La posicién
que el docente asume es la de proponer acti-
vidades que lo desafien y lo comprometan a
través de sus producciones. Esto puede lograr-
se por varios caminos. Por ejemplo, presentar
problemas donde los conocimientos que los
resuelvan sean nuevos, y entonces la actividad
desaffa al alumno para aprender algo nuevo.
O bien puede el alumno ya conocer o identifi-
car algunos elementos puestos en juego en el
problema. A su vez, la situacidn le exige cons-
truir algo nuevo a partir de las relaciones que
ya conoce. La necesidad de la justificacion es-
tard atravesando las propuestas planteadas. En
otras palabras, el alumno necesitara responder:
,por qué hago lo que hago?, ;cémo sé que eso
estd bien?, ;serd siempre cierto?, etcétera.

Ahora bien, obsérvese que el dltimo pun-
to de las condiciones, detalladas en Itzcovich
(2005), que deben cumplir los problemas a
usar en geometria es un item esencial: la va-
lidacion de la respuesta. Con esto se intenta
establecer las condiciones de verdad o no de
lo que se produzca. Sin embargo apela a que
tanto los dibujos que se usen, las visualiza-
ciones que se produzcan, son soportes para
pensar las propiedades de las figuras en juego.
Por eso, el autor declara que esas razones no
se dan en un plano empirico, a nivel sensorial,
sino que se apoyan en las propiedades conoci-
das de los objetos para construir otras razones
a nivel intelectual.

Es necesario aclarar que en el 4&mbito de la
ensefianza en que nos manejamos, las pruebas
llamadas pragmadticas o empiricas (Balacheff,
1987) son soporte para comenzar a construir
otras pruebas llamadas intelectuales. Algunos
de los factores que es necesario considerar son,
por un lado, la edad de los alumnos, y por otro,
las condiciones de los objetos con los que traba-
ja la matematica'.

Sadovsky (2015) plantea que para que una
explicacién tenga validez debe tener «tres
componentes —el cardcter necesario, universal
y anticipatorio—».

' Los objetos de estudio de la matemética son ideales.
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Cuando ofrecemos razones matematicas,
estas deben ser de cardcter universal, pues
bajo ciertas condiciones deben valer siempre.
Serdn anticipatorias porque puedo saber “an-
tes” lo que va a suceder a partir de esas razones
ofrecidas, y necesarias porque la conclusion se
desprende de la o las premisas. Por ejemplo,
la proposicioén “si en un cuadrildtero, las dos
diagonales se cortan en sus respectivos puntos
medios, entonces el cuadrildtero es un parale-
logramo”. Es universal porque vale siempre.
Es necesaria porque si el cuadrilidtero cumple
las condiciones de que sus diagonales se corten
en sus puntos medios (premisa), la conclusién
siempre es verdadera (es un paralelogramo).
Es anticipatoria porque a priori se puede saber
que se trata de un paralelogramo si se verifican
las condiciones ofrecidas.

Por otro lado, las distintas pruebas que pro-
ducen los estudiantes y las que se produjeron y
se producen histéricamente son muy diversas.
Desde el punto de vista de la actividad mate-
matica, Balacheff (1987) identifica dos tipos
de pruebas: Pruebas pragmdticas y Pruebas
intelectuales.

Las pruebas pragmaticas se basan en pro-
piedades usadas implicitamente y comproba-
das en la accién. Los conocimientos funcionan
como conocimientos practicos. Se expresan en
un lenguaje familiar, la accién explicitada por
este lenguaje lleva la marca del tiempo de quien
actia y de su contexto de accidn.

Ejemplos de producciones de pruebas prag-
madticas podrian ser que un alumno justifique la
verdad de un enunciado a través de verificar con
algunos ejemplos. La prueba estd ligada a la ac-
cién y expresa su respuesta con relacion a su
propia experiencia.

Un caso un poco “mds avanzado” de prueba
pragmdtica podria ser que un alumno hablase
de un ejemplo genérico, “pasa siempre...”. Si
bien el andlisis es sobre un objeto particular,
la formulacién que da (lenguaje usado) es més
general, “siempre”, pero auin es personalizada.
Este tipo de prueba suele llamarse “ejemplo
genérico”; Chemello y Crippa (2011) expre-
san que podria considerarse como un tipo in-
termedio de prueba entre las pragmaéticas y las
intelectuales.



Usar pruebas intelectuales exige un cam-
bio de posicidn respecto a las pruebas pragmaé-
ticas, la accién se vuelve objeto de reflexion.
Los conocimientos son objetos de reflexion. El
lenguaje pasa a ser funcional, despersonalizado,
descontextualizado y destemporalizado.

En el trabajo en el aula, en una misma clase
pueden coexistir diferentes tipos de pruebas, y
aun un mismo alumno a veces puede ir de una a
otra segtin el problema planteado.

A partir de las consideraciones anteriores
aparece una variable nueva a tener en cuenta
en el aula: «el trabajo con las reglas del debate
matemdtico como objeto de ensefianza» (ibid.).

Segtin estas autoras, algunas de esas reglas a
considerar son:

a) Un enunciado matemaético puede ser verda-
dero o falso (Regla del tercero excluido).

b) Un contraejemplo es suficiente para validar
la falsedad de un enunciado.

¢) En matemdtica no son suficientes algunos
ejemplos que verifican un enunciado para
probar que es verdadero.

d) En matematica no es suficiente una consta-
tacién sobre un dibujo para probar que un
enunciado de geometria es verdadero.

Estas reglas son las que vamos a intentar po-
ner en juego en el trabajo con las actividades
que siguen para centrarnos en la construccion
de algunas de ellas, con el fin de que los alum-
nos de quinto y sexto construyan, a partir de la
identificacién de prismas y pirdmides usando
distintas representaciones, las propiedades que
los caracterizan en cuanto a:
= relacion entre desarrollos y esqueletos
= caras (forma, posicién: paralelismo, perpen-

dicularidad)
= aristas (longitud y nimero)
= vértices (numero, cantidad de aristas que

concurren por vértices)
= relacion entre listas de propiedades (legajos)

y representacion sélida
= diferencia entre caracteristicas minimas de

una figura (definicién) y lista de caracteristi-

cas en general.

A continuacién presentamos tres actividades
que tienen como hilo conductor el trabajo con
la validacién en matemadtica y que, a su vez,
van recorriendo distintos contenidos matema-
ticos referidos al programa escolar con figuras
geométricas del espacio.

El objetivo de esta actividad es establecer
relaciones matemadticas a partir de dos repre-
sentaciones distintas de prismas y pirdmides.
Estas representaciones son los desarrollos y los
esqueletos?.

Consigna

a) Elaborar un pedido escrito de aristas y vértices
para armar el esqueleto de las siguientes figuras.
No puede sobrar ni faltar material.

b) Guillermo dice que no todas las aristas que estdn
dibujadas en los desarrollos son las que hay que
pedir. ;Podria tener razén Guillermo? Explica.

¢) ¢Qué sucede con el pedido de los vértices y la can-
tidad de vértices que se “ven” en el desarrollo?

Esta actividad permite vincular dos tipos de
representaciones: desarrollos y esqueletos; en
este caso, de pirdmide y prismas rectos.

(Por qué se eligié partir de una representa-
cion plana (desarrollos) y no de los sélidos para
hacer el pedido? Mientras que en el caso de los
solidos alcanza con contar aristas y vértices,
puesto que se corresponden con la cantidad de
varillas y bolitas a pedir, partir de desarrollos
implica otra lectura de la representacién. Es ne-
cesario establecer una relacion entre lo que veo
en el plano y lo que sé de la representacion del
espacio de esa figura.

2 | lamamos esqueleto a una representacion de poliedros, donde los elementos
que se evidencian son las aristas y los vértices.
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En particular, la elecciéon de estos desarro-
llos pretende centrar la atencién en las relacio-
nes a establecerse entre los elementos del po-
liedro: aristas y vértices, y no solamente contar
esos elementos.

La condicién en la consigna de que en el pe-
dido el material sea justo, obliga al alumno a
realizar un proceso anticipatorio, independien-
temente del acierto o del error del pedido.

Algunos posibles pedidos que pueden
realizar:

- Contar la cantidad de segmentos y puntos
que se pueden ver en los desarrollos, y pedir
esa cantidad. Para el prisma de base rectan-
gular: diecinueve varillas y catorce bolitas;
para el tetraedro: nueve varillas y seis boli-
tas; para el prisma de base triangular: cator-
ce varillas y diez bolitas.

- Pedir la misma cantidad, pero considerando
las distintas longitudes de las aristas y/o la
igualdad entre las mismas. Por ejemplo, para
el prisma de base triangular: ocho varillas
cortas iguales y seis varillas largas iguales.

- Pedir la cantidad correcta, considerando o
no las longitudes de las aristas.

Al producir los pedidos por escrito se ponen
en juego conocimientos en relacion a caracteris-
ticas de cada una de estas figuras en particular:
- De las aristas: longitud y nimero.

- De los vértices: nimero y cantidad de aristas
que concurren por vértice.

Para saber si el pedido realizado es el ade-
cuado o no, necesitaran validarlo. Sobre el desa-
rrollo pueden superponer lo pedido, ah{ tendrdn
que tener en cuenta que las representaciones son
diferentes y que lo que se “ve” en el desarrollo
no es lo que se “ve” en el esqueleto. Las partes
b) y ¢) de la actividad apuntan a ello. Una op-
cion diferente de validacion serfa armar la figu-
ra del espacio con lo pedido.

Otras formas de validacién podrian ser re-
cortar y armar los cuerpos, y comparar con el
pedido, realizar una figura de andlisis (dibujo
en perspectiva), y contar aristas y vértices en
esa representacion, en todos los casos com-
prueban en la accién aquello que anticiparon.
Estariamos frente a lo que hemos presentado
como pruebas pragmaticas.
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Desprendidos de la accién, podrian recono-
cer e identificar la figura a partir de su desarrollo
y establecer relaciones con lo exigido en la ac-
tividad para justificar ese pedido. Por ejemplo,
“necesito tres aristas iguales largas porque es
un prisma de base triangular y las aristas de las
caras laterales son tres iguales”, “las tres aristas
laterales concurren a dos vértices, uno por cada
base”, etcétera.

Las partes b) y c¢) de la actividad apuntan
a comprender el tipo de informacién que nos
brindan los desarrollos como representaciones
de figuras del espacio, y establecer algunas ge-
neralizaciones. El caricter de esa generaliza-
cién ird ganando “estatus matematico” a medida
que se aborde esta representacion desde distin-
tos puntos de vista. Es importante promover un
tipo “rdstico” de generalizacién y enunciacion,
porque esto hace a la actividad matematica.
Mejorar esa primera fundamentacién es lo que
hard avanzar en el acercamiento al estudio de
las propiedades de las figuras en juego.

Es asi que un alumno que explica por qué
Guillermo tiene razén en que no hay que pedir
la misma cantidad de aristas que las que es-
tdn dibujadas, podria enunciar: “Porque al ar-
mar el desarrollo, algunas aristas sirven para
otras, ocupan el mismo lugar que otras aristas
que se ven separadas en el dibujo”. De este
modo, en préximas situaciones se podrd usar
el conocimiento generado. No es objeto de
este articulo, pero es el docente quien deberd
generar aquellas proximas situaciones que per-
mitan o bien enriquecer esas generalizaciones,
presentar situaciones con contraejemplos que
posibiliten encontrar los limites de esa genera-
lizacién, o bien producir otras nuevas.

Consideremos otro caso de posible justi-
ficacion: “Yo me imagino que lo armo”. Aca
no seria una reflexion sobre la accién, sino una
reflexion sobre la representacion de la accion;
por lo tanto podria ser una de las pruebas en
transicion que plantean Chemello y Crippa
(2011).

A modo construcciéon de conocimiento
provisorio para esta actividad podriamos pen-
sar en enunciados de generalizacién del tipo:
“En los desarrollos nos tenemos que fijar en...
porque...”.



I

Actividad 2

El objetivo de esta actividad es establecer
las caracteristicas de figuras del espacio en un
mismo tipo de representacion. En este caso, en
el desarrollo de un prisma recto de base rectan-
gular (no cuadrado), atendiendo a las caracte-
risticas de las caras laterales y de las caras que
funcionan como bases.

Esta actividad permite poner en juego co-
nocimientos ya construidos por los alumnos en
relacién a bases y caras laterales de prismas. El
prisma seleccionado es un caso particular de
prisma, ya que en los paralelepipedos, cualquier
par de caras paralelas son bases.

Consigna

a) ;Cudles de los siguientes desarrollos re-
presentan prismas?

b) (Cudntos prismas distintos se podran
formar? ;Por qué?

&

Este modelo de actividades en las que se
solicita identificar qué desarrollos son posibles
de armar para construir una figura, apunta gene-
ralmente a centrar la atencion en la cantidad de
caras del cuerpo, en la posicién de unas con res-
pecto a otras. En ese sentido comienza a estar en
juego la idea de paralelismo y perpendiculari-
dad entre las caras, y entre las aristas y las caras.

La parte a) pone en juego estas cuestiones,
ya que no todos los desarrollos son posibles de
armar; en uno de ellos se superponen caras, y en
otro hay dos caras paralelas que estdn represen-
tadas en forma contigua.

Si se trabaja con estas mismas representa-
ciones, /como avanzar hacia la construccion de
otras relaciones?

Una de las relaciones que se puede trabajar
es la de base y cara lateral. La presentacion de
los desarrollos de prismas, que generalmente se
aborda en la escuela, es la que considera la idea
de que las bases son las que estdn enfrentadas a
ambos lados de las caras laterales. Los desarro-
llos seleccionados para este prisma pretenden
romper con esta idea.

Otro elemento que se ha tenido en cuenta
para esta actividad es que el prisma que se re-
presenta, habilita a que cualquier par de caras
paralelas pueden funcionar como bases.

¢Qué podrian decir los alumnos?

Si analizamos la actividad y nos centramos
en la validacidn, esta se podria producir inicial-
mente con el armado de cada desarrollo, y ahi
descartar. En este caso estariamos frente a un
tipo de prueba empirica.
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Por otro lado, algunos alumnos se podrian

basar en propiedades arribando a algin tipo de
prueba intelectual. A modo de ejemplo:

“Las bases no pueden estar del mismo
lado” ,refiriéndose a los semiplanos? respec-
to a las caras laterales en el desarrollo. Aca,
sin expresarlo, los alumnos estarfan pensan-
do en la relacion de los semiespacios respec-
to a las caras laterales a partir de imaginarse
la figura “armada”.

“Las caras iguales no pueden estar pega-
das”, como sindnimo de contiguas; es decir
que comparten una arista. Esto se debe al
tipo de prismas que plantea la situacidn.
“Las caras paralelas no pueden estar pe-
gadas”; por lo tanto, las que son bases no
pueden estar juntas.

En resumen, los conocimientos en juego que

potencialmente se necesitarian usar refieren a:

Diferenciar “funcion” de las caras: cudles
serdn laterales o bases.

Paralelismo de las caras.

Perpendicularidad de las caras.
Semiespacios, semiplanos (relaciones entre
esas ideas).

Igualdad de caras por el tipo de prisma
presentado.

Estas propiedades en relacion al prisma recto

de base rectangular son las que ayudan a poner
por escrito o en palabras, posibles validaciones
de lo hecho. La puesta en comun podria ser un
buen momento para que el docente, a medida
que los alumnos presenten sus argumentacio-
nes, en un lenguaje coloquial, pueda incorporar
algunas ideas matemadticas en funcion de las re-
laciones que pongan en juego.

En esta actividad, el objetivo es diferenciar

listas de caracteristicas o propiedades de una
posible definicion.

La situacion va a exigir elegir y pensar den-

tro de una seleccién de figuras cudles son las
caracteristicas minimas de cada una para poder
seleccionar la pensada por Ema.

3 Acéa hacemos “abuso” de lenguaje al considerar semiplanos con respecto a
“las caras laterales” y no a una recta.
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De igual modo habra una correspondencia
biunivoca entre la lista y las figuras a seleccio-
nar. La actividad exige que la lista se depure,
o se agreguen condiciones para que la figura
que determine la lista sea tnica. De esta mane-
ra pretendemos acercarnos a que los alumnos
produzcan posibles definiciones de algunas fi-
guras a través de ofrecer una lista minima de
caracteristicas.

Consigna

a) Ema quiso elegir una de estas figuras y
elaboré una lista de caracteristicas para
que Nicole adivine.

Lista que hizo Ema:
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Nicole descarta las que no le sirven.
(Cudles descart6? ;Por qué descartd cada
una de ellas?

b) Agrega caracteristicas para que la lista
sirva solamente para una de las figuras
que pudo haber elegido Ema.

¢) (Cudl es la menor cantidad de pistas po-
sibles que puedes dar para que se sepa
que es esa figura?




G0

Los nombres de las figuras presentadas son:
= tronco de pirdmide de base pentdgono regular
= prisma recto de base pentdgono regular
* dodecaedro
= pirdmide recta de base pentdgono regular
= prisma recto no convexo de base pentdgono

no regular
= prisma oblicuo de base pentdgono regular.

Esta informacién es del manejo del docen-
te, ya que la forma de nombrar a estas figuras
puede inducir a los alumnos a tomar ciertas
decisiones sin “leer” la representacion de los
“sélidos”. El asunto de “leer” las representacio-
nes sélidas es relevante, porque ofrecen infor-
maciones y propiedades que caracterizan a las
figuras en juego. El nombre de la figura identi-
fica y concentra todas las propiedades de cada
figura. Conocer solamente el nombre no hace a
la actividad geométrica que queremos realizar,
si es importante conocer las caracteristicas de
las figuras.

En este sentido, analizar la consigna nos per-
mite evidenciar la importancia de definir por lo
que es, y por lo que no es, una figura.

¢Qué elementos podrian tener en cuenta
los alumnos?

A continuacién enumeramos una posible lis-
ta de formas de seleccion de las distintas figuras
ofrecidas.
= Pirdmide trunca se descarta porque las ca-

ras laterales no son paralelogramos, sino

trapecios, porque las caras paralelas no son

iguales. Se podria variar una de las pistas y

que sea descartada por la base. Por ejemplo,

en lugar de caras laterales paralelogramos,
ofreceriamos caras laterales cuadrilateros,
y en lugar de dos bases paralelas, dos bases
paralelas e iguales.
= Pirdmide de base pentagonal se descarta
porque en la lista dice tener dos bases o por-
que los poligonos de las caras laterales no
son paralelogramos.

= Dodecaedro se descarta por la cantidad de
caras, aristas, vértices, caras laterales para-
lelogramos, bases, etcétera.

= Prisma no convexo de base pentagonal se
descarta porque sus bases, si bien son penta-
gonos, no son regulares.

En la parte b), luego de descartadas las fi-
guras en a), quedan dos prismas de base pen-
tagonal, uno oblicuo y otro recto. Las pistas
que pueden dar para distinguir a un prisma del
otro podrian ser, por ejemplo:

» Jongitud de arista que coincide o no con la
altura,
= caras laterales que son o no perpendiculares

a las bases,

= caras laterales que son o no rectdngulos.

Con respecto a la parte c), esta apunta a que-
darse con caracteristicas esenciales que permi-
ten definir a estas figuras. Es asi que esta acti-
vidad se vincula con dos formas de representa-
cién. Por un lado, los cuerpos sélidos con sus
nombres; y por otro, la lista de caracteristicas
(legajos).

En este momento del andlisis estamos intro-
duciendo otra manera de considerar la represen-
tacion de las figuras ofrecidas en la consigna.
Esta representacion refiere a los legajos o listas
de caracteristicas o propiedades de una figura.

Al igual que en las actividades anteriores,
las soluciones pueden ser validadas a través de
construccion de pruebas empiricas yendo a la
consideracion de la figura ofrecida en su repre-
sentacion sdlida, y sobre ella analizar las pro-
piedades que debe cumplir.

Otro tipo de prueba que se puede acercar
mds a un tipo de prueba intelectual es recono-
cer las propiedades de las figuras en cuestion y
ponerlas en juego para la eleccién de la figura
elegida a partir de la lista elegida.

Por ejemplo, un alumno podria decir: “Des-
carto la piramide porque las caras laterales son
siempre tridngulos” .
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A través de las tres actividades presentadas
fuimos recorriendo aspectos distintos de las fi-
guras del espacio, estableciendo relaciones con
sus propiedades. Se buscd, mediante la exigen-
cia de la actividad, que los alumnos validaran
sus acciones, con el fin de intentar una actitud
autébnoma e independiente por parte de ellos. A
su vez, promover una relacién distinta con la
matemadtica y poder expresar: “Yo hice esto...
porque...”. También estuvieron en juego dife-
rentes maneras de representar un mismo objeto
matemadtico; en este caso, de algunas figuras del
espacio. Esto habilita a que el alumno conside-
re las propiedades que cada una de esas repre-
sentaciones muestra del objeto matemaético que

estd en estudio. Estas formas diferentes de re-
presentacion y sus relaciones abonan el trabajo
en relacion a la produccién de conocimiento
matematico.

Por otro lado, se abren una serie de pregun-
tas que no hemos desarrollado en este articu-
lo, pero no menos importantes. Podemos dejar
planteadas estas interrogantes para proéximos
acercamientos. Algunas de ellas son: ;qué pa-
pel juega la visualizacién en la construccién
de estos conceptos?, ;cdmo desarrollarla?, ;no
considerarla obstaculiza la construccién de
estos conocimientos geométricos?, ;como?,
(hay decisiones diddcticas que obstaculicen
este desarrollo?
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